Unioni finite e numerabili di intervalli,
il volume degli insiemi aperti

In questa esposizione chiameremo brevemente intervallo

e in R ogni insieme del tipo a,b) = {x eER;a<x< b} dove a ,b sono
numeri reali (ovviamente, [a,b) # 0 <= a <b)

ed

n
e in R" ogni insieme del tipo H [aj ,bj) dove a;,b;,1 < j < n, sono
j=1
numeri reali.

Rimarchiamo che Uintersezione di due intervalli
n

I=1]la;.b5) e I"=]][a].5))
j=1 j=1
e pure un intervallo :

INnl = ﬁ [max(aj, aj), min(b;, bj')> :

j=1
Le estremita di / = [a,b) saranno indicati con a(l) = a e b(I) =b.

Se I = H [aj ,bj) eb—a; = ... =b,—a, allora diremo che [ & un cubo.

j=1
n

Se I = H [a;,b;) e le estremita a; e b; sono numeri razionali della forma
j=1
% con q € Z e k > 0 intero allora diremo che I € un intervallo diadico.

Il volume di I = H [aj ,bj) e per definizione

j=1
o(I) =[] —a;).
j=1
Dimostriamo la seguente

Formula per il volume degli intervalli. Per ogni intervallo I C R™
vale
1 1
v(I) = lim —card(]ﬂ —Z”) . (*)

q—00 q" q



Dimostrazione. Useremo induzione rispetto alla dimensione n .

1
Siano [ = [(z ) b) e ¢ > 1. Elenchiamo gli elementi di I N —Z in ordine
q

crescente :
+1
L <<
q q q
Allora
-1 1
[p_l’p_2>clc[p1 ’pz+ )
q q q q
e risulta
— — 2
P2 — D1 SU(I)S P2 — D1 L2
q q q
cioe

1 1 1 1 1 1
—Card(lﬁ —Z) —— <o)< —card<[ﬂ —Z) +—.
q q q q q q
Di conseguenza

1 1 1
v(l) — —card([ﬂ—Z)’ < —
q q q

e risulta (*) per n = 1.

’Il passo di induzione : ‘

Supponiamo che n > 2 e che (*) vale per n — 1 al posto di n.

Sia ora [ = H [aj ,bj) un qualsiasi intervallo n-dimensionale. Allora
j=1
I = [1 X [2 con

I, = [al ,bl) un intervallo in R e
I, = H [a;,b;) un intervallo (n — 1)-dimensionale.
j=2



Per la prima parte della dimostrazione e per I'ipotesi di induzione abbiamo
) 1 1
v(l) = lim —card( LN —Z]),
q

q—o0 q
1 n—1
card| Io N —7Z ,
q

U([Q) = lim

q—>00 q”fl
percio
v(l) =v(ly) - v(ls)

1 1 1
= lim — card (11 N —Z) card <]2 N —Z”_1>
g0 g" q q

1 1 1
= lim —Card(<ll N —Z) X (]2 N —Z”_1>)
g—oo " q q
1 1
= lim — card (I N —Z”).
a0 q" q

Lemma 1. Se I C R"™ ¢ un intervallo e (Ij) e una famiglia finita

di intervalli in R™ che ricoprono I allora

v(I) < > o(I).

1<j<k

1<j<k

Dimostrazione usando la formula (*). Per ogni ¢ > 1 abbiamo
1 1
in-z'c (Ij N —Z">
1 1<j<k g

e quindi
1 1
card (I N —Z”) < Z card (Ij N —Z") )
q 1<5<k q

Usando (*) risulta :

1 1
v(I) = lim — card (Iﬂ —Z”)
g—oo g q
< Z lim icard I~ﬂlZ” = Z v(ly).
s 2. B i1 ' j
1<5<k 1<i<k



Dimostrazione usando partizioni prodotto. Poiché
Ic | L=1= ] (InL),
1<j<k 1<j<k

possiamo assumere senza minore generalita che I = U I;.

1<j<k
Possiamo anche assumere che nessuno degli intervalli 1,1, ..., [} sia
vuoto, cioe che, con
n
1= H [ap , bp) ,
p=1
n
L=]]le?.09), 1<j<k,
p=1

abbiamo
a, < b, e af) <b 1<j<k,
perogni 1 <p<n.
Mettiamo gli elementi di
U {af .69}, 1<p<n
1<i<k
in ordine crescente :

xéo) < xlgl) < ... < xlgmf’).

Allora
a:éo):apexém”):bp, 1<p<n
ed, indicando per ogni 0 < l; < mq, ...,0 <, <m,
L-1) (I In—1 In
Ty, = [:101(1 ),xl(l)) X ... X [x,(L ) )),
abbiamo
I= U Ju,
O<l1§m1
0<ln<mn
‘Q = LJ Jh7 dn = LJ <h17 Jn ) 1<y< k»
a1(j><x1(l1>§bl(j) Jiy,oin CLj

o) < in) <O



quindi

Do)=Y > vlh.u)

1<j<k 1<5<k Jiy, .10 CL;
= E Card{l <j<k;Jy, . C Ij} v(Jiy ) -
o<l <my
0<ln <mn
Poiché
U(I):: E U(Jhpan),

0<li<my
0<l <mn,

per dimostrare la disuguaglianza v(I) < Z v(I;) basta verificare che
1<5<k

card{1 < j <k;Jy 1 CL}>1

per ogni Jy, . 4, .

Ma
U Jllv’ n = I = IJ
0<li<my 1<j<k
implica che ogni J,, ., interseca un g, . 5,y con 1 < j(ly, ... 1) < k ed
allora

Jis e C L, )



Infatti, se esiste (z1, ..., %) € Jiy, .. 1, N L@y, 1, allora abbiamo

max (nglpfl) ,a]gj(ll"“’l"))) < min (méll’) ,béj(ll’“"l”))) , 1<p<n.

Per ogni 1 < p < n risultano

a/IEj(ll:'“’ln)) < nglp) S a}gj(ll»“"ln)) S xp(lp_1)7

) < pU ) ) < 0 )

e quindi
Ip—1 I (I, ol (11,
(20D 5 09)) © [ d) pllt b))
Cosicché
T [xl(ll 1)7 1(11)) % ¢ [xr(Lln—l) ’IT(Lln))
c al(j(ll,...,ln))7b1(j(ll,...,ln)) % x [ar(Lj(ll,...,ln)) 7b7(lj(l1,.“,ln)))

Si potrebbe chiedere: perché dare la seconda dimostrazione di Lemma 1
quando la prima e molto piu semplice e breve? La risposta ¢ che la seconda
dimostrazione funziona anche in un ambito piu generale. Infatti, se

g R—R, 1<j<n

sono funzioni crescenti, continue a sinistra, allora possiamo definire il volume
n

di Stieltjes di I = H [aj ,bj) corrispondente a queste funzioni tramite

J=1
n

Vg an (D) = [T (95(0)) — 95(ay))
j=1
e la seconda dimostrazione di Lemma 1 funziona per dimostrare Lemma 1
anche per vy, 4 (-) al posto di v(-).

Lemma 2. Se I C R" ¢ un intervallo e ([)

i) sy € una famaglia numerabile

di intervalli in R™ che ricoprono I, allora

v(I) <) o(l).

Jj=1



Dimostrazione. Per ZU(IJ') = 400 e per v(I) = 0 la disuguaglianza

j>1
a dimostrare ¢ banale, percio assumeremo nel seguito che Z ) < fooe
j>1
v(l) >0.
Siano

Sia 0 < € < min (bp — ap) qualsiasi e scegliamo per ogni j > 1 un e; > 0
1<p<n

tale che
H (blgj) + 8] H ] 2_J .
p=1 p=1

Poiché I C U I;, gli insiemi aperti

Jj=1

n

[T - 09>,  j>1.

p=1

ricoprono l'insieme compatto

n

[T (a0, —<] 1.

p=1
Percio esiste k(¢) > 1 (dipendente da €!) tale che

n n
H ap , by CHap,b —6
p=1

p=1
n n

© U Mer=anme U 1ls” =07

1<j<k(e 1<j<k(e
e Lemma 1 implica che

ﬁb—ap—s v(ﬁ ap,b —5)
p=1

p=1
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U(I)zlii%n(bp—ap <l1£1(1)<5—|—2 ) Zv(lj).

p=1 3>1 j>1

Lemma 3. Se I C R"™ ¢ un intervallo e ([j)1<.< e una famiglia finita
<i<k
di intervalli a due a due disgiunti in R™ che sono contenuti in I, allora

> u(Ip) < ().

1<j<k

Dimostrazione usando la formula (*). Per ogni ¢ > 1 abbiamo

1 1
U (Jj N —Z”) cIn=z"
q q

1<j<k

1
e, poiché gli insiemi I; N —7Z",1 < 7 < k, sono a due a due disgiunti, risulta
q

1 1
Z card <]j N —Z") = card( U <]j N —Z"))
1<5<k q 1<j<k q

1
< card (I N —Z") .
q

8



Usando (*) concludiamo :

1 1,
Z v(l;) = Z qlilgo q—ncard(]jﬂgZ >

1<j<k 1<j<k

1 1
< lim —ncard (I N —Z”)

q—r00 q q
=uo(]).
Dimostrazione usando partizioni prodotto. Possiamo supporre senza
minore generalita che nessuno degli intervalli I, I, ..., I} sia vuoto, cioe che,
con

abbiamo
ap<bp € alg])<b1§])a 1§]§k7
perogni 1 <p<n.
Mettiamo gli elementi di
oo U {0}, 1<p<n
1<j<k
in ordine crescente :

xéo) < xél) < ... < a:;mﬂ.

Allora
x(O)_a e x(mp)_b 1 <p<
p—"p p — UYp>y Spsn
ed, indicando per ogni 0 <[l < mq, ...,0 <, <m,
e S ) B O A O
abbiamo
I = U Tt s
0<l1<mq
0<ln:§mn



quindi
U(‘[) = Z U(Jll 7ln)’
0<li<my
0<ln:§mn
vI)= > o), 1<j<k
Jig, . n Clj

Do)=Y > vl

1<j<k 1<i<k Jiy, ... 1, C1j

= > card{1<j<k;Jy 4, CLo(D, ).

0<ly <my
0<ln5§mn
Ma poiché gli intervalli I;,1 < j <k, sono a due a due disgiunti,
card{l <ji<k;Jy ... C Ij} =0 oppure 1

e risulta

Z v(l;) = Z card{1 <j <k;Jy, 4. CL}v(Jy 1)

1<5<k 0<l1<my

0<ln<min

10



Lemma 4. Se [ C R" e un intervallo e (Ij)j>1 e una famiglia numerabile

di intervalli a due a due disgiunti in R™ che sono contenuti in I, allora
> o) < o).
Jj=1
Dimostrazione. Lemma 3 implica

Zv(lj) < w(l) per ogni k>1

=1

<

e risulta :

Teorema sul volume di unioni numerabili di intervalli. Siano
(Ij)j>1 e (Jk)k>1 famiglie numerabili di intervalli in R™ e supponiamo che

U Ji C U Ij ,
k>1 j>1
Ji,k>1, sono a due a due disgiunti.
Allora

Zv(Jk) < Zv([j).

k>1 >1

Dimostrazione. Definiamo gli intervalli

[ij:Jkﬂ[j, k,jZl
Per Lemma 2

Je=JIy = v(J) <) o), k>1

§>1 j=1
e per Lemma 4
U [k:j C Ij — ZU([k]) S U(Ij>> ] Z 1 5
k>1 k>1

percio

11



Risulta subito che la somma dei volumi di una successione di intervalli a
due a due disgiunti dipende solo dall’'unione degli intervalli della successione.
In altre parole, se due successioni di intervalli a due a due disgiunti hanno la
stessa unione, allora hanno anche la stessa somma di volumi di intervalli :

Corollario. Siano ([j)j>1 e (Ji)
R™ e supponiamo che N

>y Jamiglie numerabili di intervalli in

U7 =Uz,

k>1 i>1
Ji,k>1, sono a due a due disgiunti,

I;,j7>1, sono a due a due disgiunti.

Allora

> w(d) =Y ().

E>1 >1

Teorema sulla decomposizione di insiemi aperti in intervalli. Per

ogni insieme aperto U C R™ ed ogni € > 0 esiste una successione ([j>j>1 di

cubi diadict a due a due disgiunti e di diametro < € tale che

v=Jr=U75.

Jz1 Jj=1

Dimostrazione. Indichiamo per ogni intero k£ > 1

¢ @+l G Gnt1
jk::{[ﬁv Qk >X X|:§72—k)7q17"’7%1€z}7

U, = {]ij;YCU}.

Gli intervalli appartenenti ad ogni J (quindi anche gli intervalli appartenenti
ad ogni Uy) sono cubi diadici a due a due disgiunti.

Ogni I € J; € unione di 2" cubi appartenenti a I € Jy,1: se

12



G g+l Gn qnt1

allora
rn r+1 rn  rp+1
I= U {ZkJrl » k1 ) X X {2k+1 » T okt1 ) '
2q1<m1<2q1+1
QQnS"'n:SQQn"Fl
Risulta
UiclUlc.clJrIc... (3)
Iel Iels SZ
Mostriamo ora che
v=J U1 (4)
k>1 I€Uy,
L’inclusione D & ovvia.,
Sia adesso (.751 y e ,xn) € U arbitrario. Poiché U e aperto, esiste 6 > 0

tale che

(:L’l—é,x1+5) X ... X (xn—é,xn—i—é) cU.

1
Scelto un intero k£ > 1 con o < ¢, indichiamo, per ogni 1 < j < n,

con ¢; la parte intera di 2¥x;, cio¢ I'intero definito dalla condizione

k 4 g+ 1
Qj§2$j<q]‘+]_<:>2—2§$j< ]Qk .
Allora
e ¢ +1 G Gn+1
fon o= [0 ) e [ ) €
contiene (xl ) ,xn) e risultera
(113'1, 7xn) € I(acl,...,zn) - U U I
k>1 Iely
se mostriamo che
 E——— G g+l n qn+1
Tt viem) = [57} X {%7}

C (x1—5,371+5) X ... X (xn—é,xn—i—é),

13



cioe che

x]—6<§<:> J<2—k+5e
g +1 4 1
% < ]+5<:>§—(5—§ <z
+1 1 .
perOgnilﬁjﬁn-Ma$j<%e§<6implicanoxj<g—i+5,
meﬂtreda%ﬁl‘jey<5risulta%—<5—¥><q;j,

Sia k. > 1 un intero soddisfacente < €. Poiché il diametro (= il

vn
ke
diagonale) di ogno cubo appartenente a Uy con k > k. ¢ < e, (3) e (4)
implicano
v=\J U1 (5)
k>ke T€Uy

dove il diametro di ogni cubo appartenente a U U le<e.
k>ke 1€Uy
Indichiamo per ogni &£ > 1

D, = {Ieuk;lﬂ U J:Q)}.

JEU 1

Ur= U 1. k>1: (6)

Iely, Iely,_1UDy,

Allora

L’inclusione D risulta dal fatto che ogni I € U1 € I'unione di 2" cubi
appartenenti a U, .

Sia ora I, € U;, arbitrario. Se I, N U J =0 allora I, € Dy, e risulta
JeUy 1

I, C U I.

IeUy,_1UDy,

Se invece I, N U J # ) allora esiste un J, € Uy_; con I, N J, # D e
JEUy,_y
risulta
Lclc |J I:

IeUy,_1UDy,

14



Siano

[O:—g_;7Q1;];1)X {3_7%4’;1)7
:rl ry+1 rp 41
Jo = 2k1’2k> { 1’2k1)
_ ﬁ 2r1+1) [ 2rn+2>
| 2k 7 2k

(ml, ,xn) el,NJ,.
Per ogni 1 < 5 < n, poiché

C 21 41 2r; 42
maX(ﬂ i)SJ{:J-<min<qJ+ i )

ok 7 Ok ok 7 2k
e quindi
max (qj , 2rj) < min (qj +1,2r; + 2) ,
abbiamo
27"j<qj+1 =54 QTquj
ri 2r; q;
= T T Sor
e

qj<2rj+2:>qj+1§27’j+2
q; +1 < 27“j+2:rj+1

Risulta

q; q]'—|—1 T Tj—i‘l .
{yy o )C[Qkpw ; I<j<n

e di conseguenza I, C J,.

Usando (6) si ottiene per induzione

7= U I, k>k

Iely, IeukEUDkE+1U...uDk

15



dove i cubi appartenenti a Uy, U Dy_1 U ... UDy sono a due a due disgiunti.
Ora per (5) concludiamo che

r-yUr- U oo
k>ke Il I€Uy, UDy,, 1UDj_ 42U ...
con i cubi appartenenti a Uy U Dy_1 UDy_4o U ... a due a due disgiunti.
[

Sia U C R™ un insieme aperto. Se

U:U]]

j>1
¢ una decomposizione di U in intervalli a due a due disgiunti (possibile per
il teorema precedente) allora possiamo definire il volume di U tramite

v(U) = ZUUk) .
Jj>1

Per il Corollario del Teorema sul volume di unioni numerabili di
intervalli il valore v(U) ottenuto non dipende dalla scelta della decompo-
sizione.

Usando ora il Teorema sulla decomposizione di insiemi aperti in
intervalli ed il Teorema sul volume di unioni numerabili di intervalli
si puo facilmente verificare (esercizio!):

o U CV apertiin R" = o(U) <v(V);

o U; CR",j>1, aperti a due a due disgiunti =

U(UUj) = o(U));

j21 j=21

e Uy C Uy C ... aperti in R" — v(UUj) = lim v(U;).

j—0o0
jz1
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