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Analisi Reale e Complessa, Test del 17.11.2014

1) Sia Ej,k > 1, una successione di insiemi misurabili in R™ tale che

I'insieme R™\ |J Ej sia di misura zero. Indichiamo la funzione caratteristiica
k>1
di Ej, con xp, -
Si verifichi che una applicazione F' : R" — RP ¢ misurabile se e soltanto
se tutte le applicazioni xp, F',k > 1, sono misurabili.

2) Siano

K1::{<;>GR2;O§m§1, a:2§y§ 1},
w={(})
Yy

e definiamo su

GRQ;OSmgl,—lgyg—mQ}.

{(Zgj)ERQ;OSxSl, ?<|y <1 }:KluKQ

la funzione g tramite la formula

(z.9) Vrt+y? pery >0
T,y) = .
gy —v/x2+y? pery <0

Si verifichi che le restrizioni di g su K; e su K sono di Lipschitz, mentre g
non e di Lipschitz.



3) Sia E C [0, +00) un insieme misurabile.

(i) Si verifichi che la funzione [0,400) > z — |[0,2] N E| € [0,400) &
continua.

(ii) Si deduca che per ogni 0 < o < |E| esiste un sottoinsieme misurabile
E, di FE tale che |E,| = «.

4) Per b > 0 reale consideriamo la funzione f : (0,b] x (0,+00) — R
definita dalla formula

f(o,y) = e sing,  (z,y) € (0,b] x (0,+00).
a) Si verifichi che la funzione f & sommabile.

b) Applicando il teorema di Fubini ad f si deduca la formula

o0

b +
. —by
/sn;x dx:%— / 16+y2 (cosb—i—ysinb)dy.
0 0

c¢) Si verifichi la convergenza

—+00

—by
bEIJPoo / 1€+ " (cos b+ ysin b) dy=0
0

usando il teorema della convergenza dominata.



Soluzioni:

1) : Soluzione ”insiemistica”.

Se F' ¢ misurabile, allora per ogni aperto U C R¥ la controimmagine

(xg F) ' (U) = {

¢ misurabile.

E, N FL(U) se 0 ¢ U,
(Bxn FY(U)) U (RP\ By) se 0 € U

Supponiamo adesso che le applicazioni xp, F',k > 1, sono misurabili
ed U C RP e un aperto qualsiasi. Allora

FYU) = ((R” VBN F—l(U)) ul (Ek N F—l(U))
k>1 k=1
dove (R™\ U Ey,) N F~1(U) ¢ misurabile perché

k>1

®AUB)NF@)| <[RS E|=0

k>1 k>1

e gli insiemi Ej, N F~1(U) sono misurabili perché
ExNFY(U) = BN (xp, F) ' (U)

e la funzione x, F & misurabile. Di conseguenza F'~'(U) ¢ misurabile
quale unione numerabile di insiemi misurabili.

Soluzione ”funzionistica”.

Ricordiamo che una applicazione F' : R" — RP? significa p funzioni
scalari, i componenti

F
F=1:1,
FP
ed I’ ¢ misurabile se e soltanto se tutte le funzioni Fi, ..., F}, sono

misurabili. Risulta che

e se F'e g: R" — R sono misurabili allora anche il prodotto gF ¢
misurabile,



e la somma di un numero finito di applicazioni misurabili R” — R?
¢ pure misurabile,

e F' ¢ misurabile se ¢ limite puntuale di una successione di appli-
cazioni misurabili R" — RP.

Ora la misurabilita degli insiemi FEj e echivalente con la misurabilita
delle funzioni caratteristiche x e cosi se I ¢ misurabile, allora tutti i
prodotti x g, F' sono misurabili.

Supponiamo adesso che tutte le applicazioni xp F' sono misurabili.
Qualsiasi sottoinsieme S C N := R"\ |J Ej ¢ di misura zero, percio
k>1
5
I’applicazione x¢F' ¢ quasi ovunque uguale 0 € R?, quindi misurabile.
Di conseguenza tutte le applicazioni x g, nF = Xp, F' + Xn\ g, F' sono
misurabili. Se F' fosse limite puntuale della successione (X gun )

k>1
allora risulterebbe misurabile, ma in generale non ¢ cosi.

Possiamo pero ”correggere” gli insiemi K U N tale che la successione
degli insiemi modificati diventi crescente. Definiamo
k
Bl :=JEUN),  k>1.

j=1
Allora (Ek’) o1 ¢ una successione crescente di insiemi misurabili con
UE{=NuU E, = R". Percivo lim XgyF' = F puntualmente e
k>1 E>1 k—o0
resta solo da mostrare la misurabilita delle applicazioni x g/ F'.

Useremo induzione su k.
La misurabilita di x5, F' ¢ gia verificata. Supponiamo adesso che x g,/ I
¢ misurabile. Poiché
XEk+1’F = XEk’F+X(Ek+1uN)\Ek’F
= XEk’F + (X]R”\Ek’) ) (XEHluNF)’

df)ve anche xp, ,unvF € Xgn\ gy SOnO misurabili, risulta la misurabilita
di xp, I

Per (z) € K, abbiamo g(x,y) = H(z)

, percio la disuguaglianza




/
triangolare implica per ogni (z) , (x ) e K

wemsent= [N

Cosicché la restrizione di g su K; e di Lipschitz (con una costante di
Lipschitz uguale ad 1).

Similmente si verifica che anche la restrizione di g su K5 ¢ di Lipschitz.

Per verificare che g non ¢ di Lipschitz, proviamo (secondo l'ispirazione
ottenuta da un disegno) che

|gx x? (v, —2?
sup

=Gl

Infatti, il rapporto

‘g x,2%) — g(x, —IQ 2\/x2+x4 1

Gl .

ha limite +o00 per 0 < x — 0.

Generalizzazione.

Siano fi, fo : [0,1] — [0, 1] funzioni crescenti con f1(0) = f5(0) =0
e fi(z), f2(0) > 0 per z > 0. Consideriamo gli insiemi

K1::{<z)ERQ;Ongl,fl(:c)gyg 1 },
KZ::{(z) ceR*:0<z<1, -1 gyg—fz(x)}

esiano g1 : K1 — R, 9o : K3 — R funzioni di Lipschitz, con costante

di Lipschitz L, rispettivamente L, , che prendono lo stesso valore in 0 .
Poniamo la domanda: che condizione devono soddisfare fi, fo € g1, g2
perché la funzione g : K1 U K3 — R definita da

 Ja(r,y) pery>0
g(x,y) = :
g2(x,y) pery <0
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sia di Lipschitz?
Poiché

g1 (2, fi(2) — g2(z, — fo(x))| _ 91(z, f1(2)) — g2 (x, — Fol)) | |
H(fjx)>_(—ff(x>) fi@) + fo(z)

la condizione

— w 91 (2, fi(2) — g2 (2, — folw))]
boi= 0<z21 fi(z) + f2(x)

e necessaria. Mostriamo che questa conditione € anche sufficiente.

< +o0 (*)

Abbiamo da mostrare che (*) implica ’esistenza di una costante L > 0
/

tale che, per ogni <z ) #* (:;;, ) in K7 U Ks, sia verificata

1o z a’ ok
lg(z,y) —g(2",y)| <L (- (**)
Y Y
Scegliendo L > max (L;, Ls), la disuguaglianza (**) sara verificata se

x x’ x x’
, € K, oppure , € K.
(y) (y) LOPP <y> (y) ’
/
Sia adesso (;j) € Kye (5, ) € Ky e supponiamo, per esempio, che
x < 2. Poiché (chI)) e Kie (—fj(x)) € Ks, risulta (¢ opportuno

seguire tutte le stime seguenti su un disegno!)

9(x.y) —g(".y)]
< |91($,y) —gl(x,fl(a:))\ + ‘91($>f1($)) —92($,—f2(95))‘
+ g2 (2, = fo(2)) — g2 (2", ¥/)]

() -t

<—ff(x>) - (5)“

< I,

+ Ly




2

<L (y - fl(x)) + LO(fl(-T> + fQ(l’)) + Lo \/(95' — )%+ (y’ + fz(ﬂf))

<y = filo) + la) + o) + /@ = )2+ + £o@))

= 1(y+ o)+ (= 02 + (4 + o))
L

":=max (Lo, L, Ls). Ma fy essendo crescente, abbiamo

()-(7)
Y+ falz) <y + fo(a’) <0

= [y + faol2)| ==y — fo(z) < -y <y—v,

y+ fox) Sy+ fo(a') Sy —y' <

quindi

o -2+ (+ h@f < Vo - 0P T - yP < H(g) - ()

Y
()-()
y v
/
Concludiamo che (**) & verificata per ogni ( 2 ) + ( i, ) in KUK,
con L=2L" = 2maX(L0,L1 ,LQ) .
Nel caso del compito 2) abbiamo
fi(@) = fol@) = 22,
gz, y) =2+, gar,y) = —/2* + ¢
e (*) non e verificata :
91 (z, fi(2) = g2(z, — fo(x))| _2ver4at 1 L
fi(z) + fao(z) 212 x?

tende a +oo per 0 <z — 0.

Y

Di conseguenza

9(z.y) —g(a’,y)| <2




3) :

(i) Usando l'additivita della misura di Lebesgue otteniamo per ogni
T > T in [O +OO)

0<|[0,21]NE|[—[[0,22]NE| =]|([0,2:]NE)\ ([0,22] N E)|
|ZEQ,3§'1 ﬂE‘
< (@2, 2] = 21 — 2.
Cosicché
’[O,xl]ﬂE’—HO,xQ]ﬂE”g]xl—xg\, x1,22 € [0, +00)

e concludiamo che la funzione [0, +00) 3 z — [[0,z]NE| € [0, +00)
¢ di Lipschitz (con costante di Lipschitz 1). In particolare risulta la sua
continuita.

(ii) Per la continuitd monotona crescente della misura di Lebesgue

Jim[[0,2] 5| = (Lgl[o,ﬂ)m ~ 1B,
——
=[0,+00)

quindi secondo il teorema del valor intermedio la funzione continua
[0,400) 2z +—[[0,2] N E| € [0, +00)

assume ogni valore contenuto in [[[0,0]N E|,|E|) = [0, |E]). In altre
parole, per ogni 0 < o < |E]| esiste un 2, > 0 con [[0,z,] N E| = a.
Allora E, :=[0,z,] N E sara un sottoinsieme misurabile di E tale che
‘Ea| =«.

a) La funzione f € continua, quindi misurabile. Per la sua somabilita
dobbiamo verificare che il suo modulo ha integrale finito. Ma

|f(z,y)|=|e¥sinz| < ze™, (x,y) € (0,b] x (0,+00)
dove la funzione continia
(0,0] x (0,+00) 3 (z,y) —> ze ™ € (0, +00)

ha integrale finito: infatti, usando il teorema di Tonelli otteniamo

b +o00
/ re d(z,y) :/< /xexydy>d:c:b.
(0,b]x(0 ,400) 0 0

=1



Di conseguenza
/ |f(z,y)|d(z,y) < / e ™d(z,y) =b< +oo.
(0,b]x(0,400) (0,6 (0 ,+00)

b) Applicando il teorema di Fubini ad f si ottiene

b 400
/( /e_“cy sina:dy) dz = / e Wsinxd(z,y)
0 0 0,b]% (0,400
(+Ol ( : ) (1)
= / ( /e‘my sinxdx)dy.
0 0
Poiché
+00 . +o00 .
/e"”ysinxdy: el /xe‘mydy _ Y , x>0,
x x
0 0 .
la parte sinistra in (1) & uguale a
b .
/ sinx .
x
0
D’altro canto e noto che
- e .
/e Ysinzxdr = — ey (cosz + ysinz) :

Infatti, integrando due volte per parti si ottiene

e Weinzdy = — e Ycosx —y [ e coswdx
— ——
d(— cosx) d(sinx)

= —e "Wceosr —ye Wsinx — y2/ e Wsinxdr,
cioe

(1+y%) /6_” sinxdr = —e " cosr —ye Ysinx.



Risulta

r=>b

1+y

b
e~
e Wsinzdr = — —— (cos T + ysin :zc)
z=0
0

1 e~

Tlry2 14y

(cos b+ ysin b)

e quindi la parte destra in (1) € uguale a

+oo

1 -y
/(1+y2 _ 1€+y2 (cosb+ysinb))dy
0

+0o0

7r e
:E_/l—i-yQ (cosb+ysinb)dy.

0

Pertanto (1) implica I'uguaglianza desiderata

b
sin ™
dr = — —
T 2
0

c¢) Dobbiamo verificare che per ogni successione 0 < by, — +00

—+o00
ety

e (cosb—i—ysinb)dy.

o\

+o0

e~ bry
/ 114 (Cosb;C + ysinbk)dy — 0.

0
Eliminando, se necessario, un numero finito di b, , possiamo assumere
senza minore generalita che b, > 1 per ogni k > 1.

La successione delle funzioni

1+ y?

gk : (0,400) >y — (cosbk—i-ysinbk)E]R, k>1

converge puntualmente a 0:

—bry 1

e : ty
e (cosbk+ysmbk) < TyQ
D’altro canto, tenendo conto che b, > 1 per ogni £ > 1, abbiamo la
maggiorazione uniforme

lgr(y)| = e 50,  y>0.

10



1+y
1+ 42

lar(y)] < e <27 y>0,k>1

dove la funzione positiva (0, +o00) 3 y — e~¥ & sommabile. Percio si
puo applicare il teorema della convergenza dominata ottenendo

+oo “+oo

_ e by . .
,}g{;/ 1+ (cos by +ysinby)dy = lim /gk(y)dy
0 0
+o0o
= / < lim gk(y)>dy =0.
k—oo
0
Osservazione.

Nel compito 4) abbiamo sostanzialmente calcolato 'integrale improprio
sinx

di da 0 a +o00:
T
+m . b .
/ ST dz .= lim ST dx
T b—+o0 T
0 0
—+oc0o
—by
T e
= [ —— b inb)d
b—igloo(Q /1+y2 (cos —i—ysm) y)
0
D)
Rimarchiamo che la funzione continua
sinx
(0,+00) 3z +— eR
—+oco
sinx

dx non esiste nel senso di

non ¢ sommabile, quindi I'integrale /

0

Lebesgue :
Too (2k+1)7/2 '
sin x sin x
/ 1 dx > Z / ! dx
x
0

(2k+1 w/2—m /4
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(2k41)7/2

1 2 d
/ V2 @k + D

(2k+1)7/2—7 /4

1 2

v

Mo 10

T 1 i 1
LB Rk+1)r 4 2y2 = 2%k +1

o0

1 | R |
> p— — —
—2\/§k2_%2k+2 4\/52;171

perché la serie armonica diverge.
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