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1) E facile vedere tramite integrazione per parti che le funzioni positive
continue — ln(sin ZL’) e — ln(cos ZL’) in (0,7r/ 2) hanno integrali finiti uguali :

w/2 w/2
x=m/2 T T
/—ln(sinx)dx:—:pln(sinx) + [ —dy < —,
2=0 tgw 2
0 0~~~
<1
w/2 w/2
/ — ln(cos z) dx L / — ln(sin t) dt .
0 0
Percio
w/2 w/2 w/2
/ ln(tgzx) dr =2 / ln(sinx) dr — 2 / ln(cosx) dr=0.
0 0 0
Sia ora b > 0 arbitrario e definiamo la funzione F : [0 , +oo) — R tramite
w/2
F(a) = /ln(a2 + b’tg’z) dz .
0

Si verifichi che

I & continua ,

F' & derivabile in (O , +oo) ,
e si calcoli la derivata di F'. Si usi poi il risultato ottenuto per calcolare gli
integrali

/2

/ ln(a2 + bztgzx) dz, a>0.

0



2) Sia w una funzione armonica in disco unita aperto
Ui(0)={z€C; |z] < 1},
e v una armonica coniugata di w. Si verifichi che anche la funzione
U:U1(0) 3z — u(Z)

€ armonica e si trovi una sua armonica coniugata V. Si dimostri poi che se
v si annulla nell’intervallo (— 1, +1), allora u = U.

3) Indicheremo con In la funzione olomorfa definita nel dominio

i0 ™ 3m
>0, —— <0< —
fo 0503 <032}

tramite In (pew) =1Inp+if (per esempio, In(—1) =im e Ini = %) )

Si calcoli I'integrale improprio

400 | 1-6 | r |

nr . nr nr
/x2_1dx:£r§m</xz_ldx+/z2_1dg:>
0 05228 - 1+

usando il teorema integrale di Cauchy per una famiglia adatta di curve chiuse,
regolari a tratti, nel quadrante

{zEC;RezZO,ImzZO}

e sapendo che

e e Tt
n n t=1 n
P =0 (vedic | 2= - [ 22 ogs) .
/1+t2 (”“ /1+t2 /s2+1 S)
0 0 0



Soluzioni:

1) :  Siccome, per ogni z € (O,7r/2) e0<a<a,,
a?cos? z + b? sin® x - a2 +bv?

cos? x ~ cos?x

b2 sin® x:

T = Vtglr < a® + V’tg’s =
cos?

abbiamo da una parte
ln(a2 + b2tg2x) > ln(bz) + 2 ln(sin ZL’) -2 ln(cos ZL’)
> ln(bz) + 2111(8111 x) ,

e dall’alta parte,
ln(a2 + b2tg2x) < ln(ao2 + 62) -2 ln(cos ZL’) )
Risulta che, ponendo
Pa, () == |In(b?)| + | In(a? + b*)| — 2In(sinz) — 2In(cos z) ,
abbiamo

‘ln(a2+b2tg2x)} < g, (), x € (0,7r/2),0§a§a0.

Poiché ¢,, ¢ integrabile su (O,7r/ 2), risulta che la funzione F' & ben
definita e, per il teorema della convergenza dominata, € continua.

La derivabilita di F'(a) sotto il segno dell’integrale ¢ possibile in ogni
a > 0. Infatti, esiste la derivata parziale

2a

9 2 12,2
%hl(a +btgx):m, xE(O,ﬂ/2),a>0
e, per x € (0 , 7r/2) e 0<e<a<a,, abbiamo la maggiorazione

Qo
52

<

9 2 | 72, 2
‘aaln(a + btg x)

2a, . . :
e la funzione costante % e integrabile su (0,7/2). Cosi F risulta
derivabile in ogni a > 0 ed abbiamo
w/2 /2
0 2a
! _ 2 2, 2 _
0 0
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Per I'integrazione della funzione razionale di tgx di cui sopra usiamo la
sostituzione

1

11 dt

t=tgr, x=arctgt, dx

ottenendo
“+oo

. 2a
F (a)_o/ @remare)

Per calcolare I'integrale alla parte destra, se a # b allora abbiamo la
decomposizione in fratti semplici

2a 2a 1 2ab? 1

(@+22)(1+2)  a—0 1+ a0 o+ 0

e risulta
+00 +oo
, 2a dt 2ab? dt
F'(a) = -
a2 — B2 142 aZ — b2 a2 + b2
0 0
bt
+0o0 400
_ 2a /“ dt 2al? 1 /" d-—
T2 — 2 1+t2_a2—b25 2
o 0 1 ()
2a . tt:+“ 2b . bt =+
= ———arc — ——arctg —
a? — b? & 0 a? — b? &% =0
oo 2a 2b
2\ a2 -2 a? — b2
o
a+b

Infatti, sappiamo che esistono costanti a, 3,7, € R tali che
2a _at+p vyt +0

(a2 +02¢2) (1 +12)  1+12  a® 4 b2

e sl trovano

2a 2ab?
=0 P=G—p 770 = aTe



— Se invece a = b, allora (usando il metodo di integrazione della fun-

zione m imparato nell’ Analisi 1) si ottiene

—+00

2 1 201 t 1
Flla)==> [ ——dt==(2 ~arctgt
(@) b0/(1+t2)2 b<21+t2+2amg)

quindi anche in questo caso vale
T T

F(a):2_b: a-+b

Tramite integrazione per parti si ottiene

1 t 2t
/1+t2dt_ 142 _/t<_ (1+t2)2)dt

ot +/2t2+2_2dt
1+ (1+12)2

t 1 1
- 42— dt-2 [ —dt
e /1+t2 /(1+t2)2

e da questa relazione si esprime

/ L q—i t +1/1dt
(1+2)2 214+ 2 ) 1+

Lt L ctar
=—-————+ —ar .
214 e

— Conclusioni :

La derivata di F' ¢

Poiché
w/2 w/2 w/2

F(0) = / In(b*tg’z) do = / In(b*) dz — / In(tg’z)dz = 7 Inb,
0 0 0

per il teorema findamentale del calcolo integrale otteniamo



F(a) :F(O)+/F'(s)ds:7r1nb—|—7rln(s+b)

:7T1nb+(7rln(a+b)—7rlnb> =nln(a+0).

s=a

S§=0

Cosicché
w/2

/ln(a2+b2tg2x)d:c:wln(a+b), a>0.
0

Ponendo z = = + iy, per le equazioni di Cauchy-Riemann otteniamo

oUu 0 _ ou _ v .
%(2) = %U(l‘—l?}) = %(ff—ly) = a—y(l‘—l?/),
oU 0 ou , v

a—y(z):a—yu(x—z'y):—a—y(x—zy):%(x—iy)-

Consideriamo ora anche la funzione

W :U1(0) 3 z—v(Z) .

Poiché

oW 0 . ov .

8—x(z) = %U(SC—Z?J) = %(I—Zy),

oW 0 . ov .

a—y(z) = @U(x—ly) = —a—y(x—ly),
risultano

oUu oW ou ow

%(z)——a—y(z), 8—y(z)_8—x(z)'
Cosicché V := —W | cioe la funzione V' definita in U;(0) tramite

V(z) = —U(E) ,
€ una armonica coniugata di U .
Consideriamo le funzioni olomorfe
f=u+iv, f=U+iV.

Rimarchiamo che f si puo ottenere diretamente da f tramite la formula



f(z) =u(z) —iv(z) :ﬁ, z € Uy(0).
In particolare, se z & reale allora f(z) = f(z).

Suponiamo adesso che v = Im f si annulla nell’intervallo (— 1,+1).
Allora f e f sono uguali in (— 1, —l—l) e per il principio d’identita per
le funzioni olomorfe concludiamo che devono essere uguali ovunque in
U1(0). Di conseguenza :

u(z) = Ref(z) = Ref(2) = U(2), z € Up(0).

Indichiamo
In z .
)= e, ze C\({l} U (Z(—oo,()])) .
Poiché In ha un zero in z = 1, 1 € una singolarita eliminabile di f,
quindi f € in verita una funzione olomorfa in

C\(i(—oo,O])

e l'integrale

r r 1-6 r
Inx ) Inx Inx
/f(x)dx:/ﬁ_ldx:()grgo(/$2_1dx+/xz_ldx)
€ € € 146
non e proprio. Percio l'integrale da calcolare ¢
T [l
nx ) nx
/x2—1dx:rll>rfoo $2—1daj'
0 0<e—0

Indichiamo, per ogni p > 0, con 9*U(0) e 0~ U (0) il semicerchio
{z€C;|z|=p,Imz >0}

orientato contro il senso delle lancette rispettivamente nel senso delle
lancette :

orUF(0) ¢ la curva [0, 7] 5t — pe' € C,
9~UF(0) & la curva [0,7] 5t — pe'™™ = —pe~ € C.
Similmente, indichiamo con 07U (0) e 9~U,;*(0) il quadrante

{ZGC; |z|:p,RezZO,ImzZO}
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orientato contro il senso delle lancette rispettivamente nel senso delle
lancette :

OTU;7(0) ¢ la curva [0 , g] St pe €C,
0~UF(0) e la curva |0 st ei(%_t) =ipe " eC
P ’2 P =11p .
Siano adesso 0 < ¢ < 1 < r e consideriamo la curva chiusa 7., nel
semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo
il segmento [e,7],
il quadrante 07U+ (0),
il segmento [ir,ie],

il quadrante 0-UX1(0) .

Per il teorema integrale di Cauchy abbiamo

[ #a: -
Ye,r
quindi

/ d:c+/f dz+/f dx—i—/f

a+U++(o a-UFT(0)
/f d:):—/f Ydz + /f )dz — /f
a+UFT(0) a+tUt(0)
Ora la stima
In~
| Joonfs [ [ L
o+UTT(0 a+UTT(0) a+UTT(0)
T
lnr+§ (2 Inr + )
< — el =
r 1 4(r — 1)
a+UTT(0)
21
—W( nr+7r) , r>1
4(r—1)
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implica

Jim / e

o+ U++

Similmente, poiché

In z
‘ /f dz - / }f ‘d|z\ / 22_1‘d‘z|
OHUET(0) +UF(0) a+Uj+(0)
—Ine + —
2
= / — = dAl
a+uUFT(0)
me(— 21lne + T
( ) 9 O<e< 17
4(1 — 52)
abbiamo anche
i, / e
a+Utt(o

Finalmente, poiché

lnt—l——z T 1 -
/f Yda “= / TR idt = Z/t2+1dt+2/t2+1dt,

)

risulta

T +oo
Int T 1 7'('2
Ti&noo/f /t2+1 +2/152+1 4
0<e—0 * J /
=0 — /2
Concludiamo che
+oo ) ., l 2
"% 4z = lim ne oo .
0 0<e—0 2



Rimarco. Poiché

1 | 1 1 1 +o0 |
nxr r=1 — Int nt
de =' — —|dt = dt
/:c2—1 o /i_1< t2) /t2—1 ’
0 +o0o ) 1
usando (*) deduciamo anche
1 | 400 1 9
nx nx T
/ﬂ—ldx_/x?—ldx_?'
0 1
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