NOME: .............o.t. MATRICOLA: ............ ...,

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2008/2009
Calcolo 1, Esame scritto del 20.01.2009

1) Consideriamo la funzione

f(:c):\/xz—i-%jo.

a) Determinare il dominio (massimale) di f .

b) Trovare tutti gli asintoti di f.

¢) Trovare tutti i massimi e minimi locali di f.

)
)
)
)

d

Tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Determinare una primitiva della funzione f : (0,1) — R definita da

113'2

==



3) Determinare tutti i valori del parametro reale [ per cui il seguente
limite esiste, e finito ed e diverso da zero :

2
lim «” log(— arctgx) .
r——+00 v

4) Trovare tutti i massimi e minimi locali della funzione f definita sul
quadrato (1,8) x (1,8) tramite la formula

xy
1+z)(x+y)(y+38)

f(z,y) =log (

5) Trovare il numero reale a > 0 per cui la lunghezza del grafico della

funzione
3

glx)y=2*, 0<z<a
e uguale a g—? . Poi si calcoli I'integrale della forma differenziale

(22 —y?)dx + 2zydy
lungo il grafico di g.



Soluzioni:

1
1) : a) Il dominio di f consiste da tutti i numeri reali x per quali — ha
x

senso e percio e uguale a

R\ {0} = (= 00,0) U (0, +00).
b) Poiché ilir(l] f(x) = 400, f ha un asintoto verticale in x = 0, sia da
sinistra che da destra.

La prima condizione per 'esistenza di un asintoto obliquo per x — 400
e lesistenza del limite finito

mo = lim m
+ Tr——+00 €T

Verifichiamo 'esistenza di questo limite :

1 1 / 1
my= lim —\/224+ —=+1= lim {/1+—=+1=2.
r——+00 I 1‘2 xr——+00 [L’4

La seconda condizione per l'esistenza di un asintoto obliquo per z —
+00, necessariamente di forma

Y=myx+ny
e nel nostro caso y = 2x + n, , ¢ 'esistenza del limite finito

n, = xEToo (f(z) —myx).

Verifichiamo che anche questo limite esiste :

1 1
ny = lim 2?4+ —=+zx—2z )= lim 24+ = -z
r—+00 ,],’2 r— 400 ,],’2
1 1
<\/x2+—2—x)-(\/x2+—2+x)
z z
= lim
T—~400 9 1
T +—2—|—(L’
V z




Cosicché

y = 2x € un asintoto obliquo di f per x — 400.

D’altro canto esiste

1/ 1 5<0 . 1
m_= lim —y/22+ — +1 "2 lim — 1+—+41=0,
T——00 U ;1:‘2 r——00 ;(}4

percio 'asintoto obliquo per x — —o0 , se esiste, dev’essere un asintoto
orizzontale. Verifichiamo che esiste:

no= lim (f(z)—m_z)= lim f(z)

r——00 r— —00

/ 1
T——00 €T
1 1
( x2+—2+x)-< x2+—2—x)
x T
= lim
r——00 9 1
T +?—x

Di conseguenza

y = 0 ¢ un asintoto orizzontale di f per r — —o0.

c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

1 2 11
flx) = —— (22— = bl=—"_"° 41
1 x3 1
2 x2+; 3 xz—l—ﬁ
e
x4+ﬂvx4—|—1—1
x
- - ,
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S



ot =a?Vat+1-1 1+t 4+1—at
fi(z) = = per x <0
—x2Vat + 1 r2vat + 1

, Vet +1-1
fl(x) = per x> 0.
2Vt +1
Poiché 1+ 2?v/z*+1— 2% > 1, abbiamo f'(z) > 0 per ogni z < 0.
Percio f'(x) = 0 e possibile solo per un x > 0 ed e quindi equivalente
alla validita delle due condizioni

'+ Vet +1-1=0,2>0. (*)

Ma (*) implica
(z* - 1)2 = (*Vat + 1)2

S (. J/

VvV Vv
=28—-2z4+1 =84zt

e risultano successivamente

r = g y = % .
1
Ora si verifica facilmente che © = — veramente soddisfa (*). Per di

V3
pit1, poiché 2* + 22v/24 + 1 — 1 & una funzione strettamente crescente
di x > 0, abbiamo
1 1
") <0 per 0<z<—— e f'(z) >0 per x > —.
f'(x)<0p 7 flx)>0p 7
Risulta che f e

strettamente crescente in ( — 00, ) ,

1
strettamente decrescente in <0, —) ,

\zyg

1
strettamente crescente in [ —, +o0 | .

. [N S
In particolare, — e un punto di minimo locale.

V3



1
Calcoliamo pure il valore di f nel punto di minimo locale —= ~ 1,316

V3

Y FUNRY=SRE SO KU SR I
(@)~ Va \/QWE 7T

Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :

x | —o0 0 1/v/3 + 0o
f! + % = 0 +
Fl 0 /7 40 N\ 3/V3 J 4o

Rimarchiamo anche che la derivata seconda di f e ovunque > 0, percio
f e convessa sia in ( — 00, O) che in (O, —|—oo) :

d -1
")= — ———— +1
f'(@) d:):<3 — )

o4/ + =

_|_
E%w| —
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d) Usando le informazioni di cui sopra, € facile tracciare il grafico di f :



y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f per x+ — —oo, mentre x = 0 € asintoto
verticale di f. Il grafico di f sale da 0 a —oo all’infinito in 0.

In z = 0 la funzione f non e definita.

1 3
Nel secondo tratto il grafico scende dall’infinito in 0 fino a (—, —) ,
° V3 V3
un punto di minimo locale, nel quale il grafico ha tangente orizzontale.
Sale poi all’infinito a +o0o, ha per x — +o00 'asintoto obliquo y = 2z
e resta sempre sopra l’asintoto :

1
flx) =12+ 5 +2>Va?+z =2z, x>0.
x

Il grafico di f:

2) : Prima soluzione. Per 0 < z < 1 abbiamo
x? x? /T T
= == =X 3
Vr—22 Jrl—-z J1—=x 1l—=z




percio per il calcolo dell’integrale indefinito

/75”2 d—/ |
— v=[ay/—_do

possiamo usare la sostituzione

x t?

t: pr—
’ Ty

1—=x

con

2\ 241 1y 2t
do=(—— ) dt = - dt=——_dt.
’ <1+t2> <1+t2 1+t2> (1+12)?

Si ottiene

T t2 2t 2t
/x\/l—xdx_/1+t2t(1+t2)2dt_/mdt'
24

Lo svil di L i fratti lici & particol t li
O SVIIUppo dl -———3 11N Irattl sempliCl € particolarmente sempliice :
ppo di 7= p P p
2t 2(P 412 -4 -2 2+ 1) -4 +1)+2
(1+12)3 (1+12)3 B (1+1t2)3
2 4 2

12 (1+e2 Qrep

Ora ricordiamo la formula di ricorrenza

/ dt 1t +2n—1/ dt
(142t 2n (1 +¢2)n 2n (14 2)n’

valida per ogni interon > 1:

Infatti, usando integrazione per parti si ottiene

[ e/ (‘ ”ﬁ) o

t 11
BERER +2n/(1+t2)n+1 dt

e [ e
(1) (1+¢2)n (14 ¢2)nt1”

8




ossia

dt t dt
e A e

In particolare,

/ a1t +1/ dt
(1+22)2 214+ 2 ) 1+
_ ! + Larctgt +C
ToTge gMEI T
e poi
/ a1t +§/ dt
(14+2)3 41+ 4] (1+2)?2 ()
Lt 3t gt O
=—-—+t-——+-ar .
1(1+2)2 811 8198
Risulta
24 2 4 2
——__dt= [——dt— | ——=dt+ [ ———dt
/(1+t2)3 /1+t2 /(1+t2)2 +/(1+t2)3
t
= 2arctgt — <2 (e +2arctgt)
Y L L L e e,
= = —ar
2 (1+2 41y M
1t 5 0t

I R DL N e
T2 ter a1y greetTE

[ x
Tenendo conto che t = 1—5°¢ quindi
-

1+t = L L =1—-x, f =V —22,

1—2’ 1412 1+ ¢2




concludiamo :
x? d
Va2
24
= [ ———dt
/ (1+1¢2)3

1 D 3
:5(1—x)\/:c—x2—Z\/x—x2+1arctg,/%+0

2 3 3
_ o crA vV —x?+ - arctg L+C’.
4 4 11—z

Rimarchiamo che abbiamo usato una delle cosiddette sostituzion: di
FEulero :

il calcolo dell’integrale di una funzione razionale di x e Vax? + bx + ¢,
nel caso che az? + bx + ¢ = 0 ha zeri reali 71 < x5, puod essere ridotto
all’integrazione di una funzione razionale tramite la sostituzione

r — T
t=
T — T9
oppure
r — T2
S = a .
Tr — I

Nel nostro caso, avendo ax? + bx + ¢ = x — 22, le sostituzioni di cui
sopra Sono

z—0 T

t=1/(-1)

r—1 Vi—z

=R

Nei calcoli precedenti abbiamo fatto uso della prima sostituzione, ma
possiamo fare i calcoli anche usando la seconda sostituzione :

oppure

11—z 1 2s
° z 0 T Tvst (1+ s2)2 °

10



e sl ottiene

x? [z
:/;%_ L)ds
I+s2s\ (1+s2)?
ds
=2 [y

Usando (**) e tenendo conto che

1 1
1_'_82:_7 =, i :\/LU—Csz

concludiamo :

S 3 s 3
1557 11+ 2—Zarctgs+C’

72
/7@;:
Vi — a2

T+ 3
+ Vo —ax?— —arctg
4 4

I due risultati non sono contraddittori perché

tg%zctg@ztg(%—@), 0 c (og)

implica
1
arctgng—arctg)\, A>0

e cosl

2 3 3
x+ Vi —ax?— Zarctg
2

= x+3\/x—x2—l—%arctg

——=+C.
1—=x 4 +

Seconda soluzione. Poiché vz — 22 = /2 /1 —x e per x = sin’t
s
(ove 0 <z <1 corrisponde a 0 <t < 5) nelle espressioni y/zr = sint,

11



V1 —2x =+cos?t = cost iradicali si sciolgono, c¢i proponiamo usare la
sostituzione

r =sin*, x=sint, 1—xz=cost, dr=2sintcostdt.

Si ottiene

/ 2 / SNt ) int costd /2 in'tdt
SN T COS = S11n .
Vi — :172 sint cost

Per integrare 2sin’t possiamo usare

1—cos(2t)\* 1
251n4t:2(%()) :§—cos(

t)+
1 11+cos(4t) 3
- - _ 9 o 2
5 cos ( t)—l—2 5 1

s?(2t)

[\DIP—‘
o

1
—cos(2t) + 7 €08 (4t)
e risulta

x? /
— 2 dz= |[2sin*tdt
/ vV —x?

3 1 1
= Zt_ 5 sin (2t) + 16 sin (4t) + C
3 1
= Zt_ sint cost + 3 sin (2t) cos (4t) + C

3 1

= Zt_ sint cost + 1 (sint cost) (1 -2 sinzt) +C
3 1

= Zarcsin\/_— Va— a2+ Z\/:)s—ﬁ (1 —2:B) +C

3 3+ 2
:Zarcsin x — zx\/x—x2+0.

Rimarchiamo che il risultato ottenuto e identico a quello ottenuto nella
prima soluzione. Infatti, poiché

tg@zsmez sin | 9€<O’z)
cos ¢ 1 —sin?@ 2
e cosl \
arcsin A = arctg ——— 0<A<1,

Nk
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abbiamo

\/_
Ji—z 4

3 3
1 arcsing/z = — arctg arctg

1—x
Poiché

lim log<—arctg x) logl =0,

r——+00

per 8 < 0 abbiamo

2
lim x log(—arctg:c) =0.
r——+00 m

Supponiamo adesso che > 0. Allora il limite

log (— arctgx)
. Jé] 2 . ™
lim =z log(—arctgx) = lim
s

T——+00 r—+00 ;U_ﬁ

log % + log(arctgz)

= lim

r—-+00 :1,’_6
1 1
, . . arctgr 1+ x?
per de 'Hospital — = lim
r——+00 —ﬂ 1‘_5_1
1 ) B+

im ——— lim ———
z—+o0 —[Farctgr z—+o0 1+ 2
2 B+l

w03 m—>+oo 1+ 22

2
risulta essere uguale a 0 per (0 <)ﬁ<1,a——ﬁ:——perﬁ:1,
T T

eda—ooperf3>1.

Concludiamo che il limite

2
lim 2f log(— arctgx)
T

T——+00

e finito e diverso da zero solo per § =1, e per questo valore

. 2 2
lim x log| —arctge) = ——.
T T

T—+00
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I massimi e minimi locali di f sono punti stazionari, cioe annullano le
derivate parziali di

f(z,y) =logz +logy — log(1 + x) — log(x + y) — log(y + 8) .

Per trovarli, calcoliamo le derivate parziali di f:

of 111 y — x°
or x l1+x a+y z(l+a)(v+y)’
of 1 1 1 8z — 12

dy y vty y+8 yle+yly+8)
Risulta che i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema di
equazioni
y—a22=0

8z —y> =0
Troviamo 8z = y? = (2?)? =2, (8 —23) =0, 2 = 0 oppure 2. Ma
nessun punto (z,y) con z = 0 si trova nel dominio di f, percio il solo
punto stazionario di f ¢ (z,y) conx =2, y=12>=4.

Per poter dire se il punto stazionario (2,4) ¢ massimo o minimo locale,
calcoliamo anche le derivate parziali di secondo ordine :

O*f 1 1 1
52~ @ (U xar @yl
of 1
oyoxr (v +y)?’

f 1 1 1
2 2 @iy @rer

Percio
0% 1 o 1 o 1

e la matrice hessiana di f in (2,4) e
-1/9 1/36
1/36 —1/36 ) -
Poiché il suo determinante e

~1/9  1/36 | _ (_ %)(_ %)_(%)2:%>0,

1/36 —1/36
14




mentre ’elemento nell’angolo superiore ¢

1
——=<0
9 )

la hessiana ¢ definita negativa e quindi il punto (2,4) ¢ un massimo
locale.

Calcoliamo la lunghezza del grafico della funzione

3
g(l’):l’Q, ngga'a
o : < 3
di cui la derivata ¢ ¢'(z) = 5\/5
a a 1+%a 3 1—}—%(1,
9 =1+%z 4 4 2
/\/1+g’(x)2dx:/ 1+ 2adz ' = /\/%—dt: — =
V'l 97 T 9|,
0 0 1

(-2 ).

56
Perché questo valore sia uguale a 77 dobbiamo avere

3
8 9 \2 56
3
9 2
(1—|—1a) :8,

Ora il grafico di g, considerato una curva 7, , si parametrizza tramite
la variabile :
4 T
0,=| >+ v,(z) = i
[ 3] () (g@:) )

15



Risulta

/(172 —y’)dz +2zydy = [ (2° —g(z)®)dz + /Q:Eg(:)s)g'(x)dx

Y9

()
ol ol
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