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1) Determinare gli intervalli in cui la funzione f : (0,4+00) — R definita
tramite la formula
_ sin /o

() Tz

¢ uniformamente continua e quelli in cui & lipschitziana.

2) Determinare una primitiva della funzione

1

fle = <1 + (sin x)2) cosz




3) Determinare i valori del parametro reale 5 per cui il seguente limite
esiste, e finito ed e diverso da zero :

lim «” (g — arctg :17) .

T——+00

4) Determinare i valori del parametro reale « per cui il seguente integrale
improprio converge :
—arctg x

™
2 dr.
xa

o\_é_

5) Dire per quali valori di « € R la seguente serie converge:

2. (n!)?
Z(na)n :

n=1




1) :

Soluzioni:

f e derivabile e la sua derivata

1 1
cos VT - —— - VT — -sin vz
1N Vo 3/ a2 Ve 3v/ a2 Ve
f(l’)— 3/5
T
1 {/x cos /x —sin /z
=3 =

e limitata su ogni intervallo della forma (a, +00) con @ > 0, ma non su
(0, +00) . Infatti, poiché

J/x cos Jx — sin /1 S\/E+1§2\/E:g’ 1
V4 Vat Vit o
vale
liIJP f'(x) =0,

mentre, usando la regola di de I’'Hospital, si ottiene

. ;o Nt=¥z,. 1tcost—sint
ollgof(x) N 12% 3 t4
1 cost —tsint — cost
= lim =
t—0 3 4t3

B 1 sint 1
=0 12t t
= — 0.

Risulta che gli intervalli in cui f e lipschitziana sono

(a,+00), a>0.
D’altro canto, poiché f e continua ed esistono i limiti finiti
li = lim — =1 li =
0<1§E>0f(x) 0<i0 ¢ ’ x—1>I-|1:loof($) 0,

f € uniformamente continua in tutto il suo dominio.



2) : Usando la sostituzione u = sin ', si ottiene prima

[rwar= [ (H(Sml)z —

coszdx

cosxdz

)
/<1+(Sinx)2>
- /(1 + (sin g;)2>

AT

1
:/1_u4du.

Ora, per integrare la funzione ]

o usiamo il suo sviluppo in fratti
—u
semplici :

La decomposizione del polinomio con coefficienti reali 1 — u?* in
fattori irriducili & 1 — u* = (1 — u) (1 4+ u) (1 + u?) . Percio
1 A B Cu+D

Tl 1w 11a T1ra

cioe
1=A1+u)(1+v*)+ B —u)(1+u?)+ (Cu+ D)(1—u?
per opportune costanti reali A, B,C, D . Per u = 1 otteniamo

1
1:4A,ossiaA:Z,

mentre per ©u = —1,

1=4B, ossia B = —.

Di conseguenza

(Cu+D)(1—u?) =1



e risulta

1 1
CU+D:§, cioe C:O,D:§

Concludiamo che

LR U SRS U SRS U
l—ut 41—u 41+u 21+u?
Risulta
1 1 1 1 1 1 1
—C du=- du+ - dut- [——d
/1—u4 . 4/1—u “+4/1+u u+2/1+u2 !
1 1 1
:—Zlog|1—u|+1log\1+u\+§arctgu+0
1 1 1
:Zlog J—Z +§arctgu+0
e cosl
1 1+sinx 1 .
/f(:)s)dx—zlog 1—sna +§arctg(smx)+0
3) : Poiché

liIP (g — arctg :c) =0,
per # < 0 abbiamo
lim 2 <g — arctg x) =0.

r—+00
Supponiamo adesso che > 0. Allora il limite

™
— —arctg x
lim 2f (g — arctg x) = lim

r—-+00 Tr——400 ;13‘_6
1
per de I’'Hospital — = lim 1+ 2
T—+00 —6;(}_6_1
= lim o = lim L
T— 100 2 T— 100
reo L+ ’ ﬂ(%Jrl)



1
risulta essere uguale a 0 per (0 <)F <1, a 3 =1lperf=1,eda+oo
per 6> 0.

Concludiamo che il limite
m1—1>I—|1:loo 2’ (g — arctg x)

e finito e diverso da zero solo per § =1, e per questo valore
) s
lim x(— — arctg :c) =1.
r—+00 2

L’integrale
+oo T
— —arctg x
[
xa
0

puo essere improprio (dipendente dal valore di «) sia in 0 che a +o0.
Esaminiamo separatamente la sua convergenza in 0 ed all’infinito.

™
— —arctg x 1

Le funzioni 2 - e — sono asintoticamente equivalenti in 0:
x x
s
5~ arctg x
. . T s
lim —2%  — lim — —arctgxr | = =.
0<z—0 1 0<z—0 \ 2 2
ze
Percio
— —arctg x | 1
=————dx converge <= [ —dx converge <= a <1.
xre xre
0 0

D’altro canto, tenendo conto del risultato nell’esercizio 3), la funzione
s

— —arctg x
9 g

e asintoticamente equivalente a +oco alla funzione :
% patl

T t
5 —arctg T
lim —2% = lim x(%—arctgx) =1.

T—+00 1 T—+00

xOc-i-l



Di conseguenza

+oo T

— —arct
/2 arctg x
xa

1

Concludiamo che

T
e 5~ arctg x
/ “=————dx converge
x

0

——arctgx e
<:>/ dr e /

<— a<1ea>0
— O<a<l.

—arctg x
£————dx convergono

w|>1

5) :  Applichiamo il criterio del rapporto : poiché

2
1!
M o 0 se a > 2
(n + 1)x(+1) (n+1)
: 5 = 1~an — e—a : 1 se @ = 2 s
_(n) (1 + E) +o0o sea <2
nan
cioe )
((”+1)!) 0 se a > 2
+1 a(n+1)
(n(?)z — - <1 sea=2,
n! €
o +00 se o < 2

la serie data converge se e soltanto se a > 2.



