NOME: .............o.t. MATRICOLA: ............ ...,

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2009/2010
Calcolo 1, Esame scritto del 10.06.2010

1) Data la funzione
f(x) = Va3 — 322 + 2z,

a) determinare il dominio (massimale) di f;

trovare tutti i massimi e minimi locali di f;

)
b) trovare tutti gli asintoti di f;
c)

)

d) tracciare un grafico qualitativo di f .

2) Sia data la funzione f(z) = (In(1 + a:))z sin (2z) .
a) Calcolare, in zp = 0, il polinomio di Taylor di ordine 4 di f.

b) Calcolare il limite



3) Studiare, al variare del parametro reale x > 0, la convergenza assoluta

e semplice della serie
> Inf(2)
PIETE

k=1

Calcolare, se esiste, la somma della serie per x = e~

4) Calcolare una primitiva della funzione

arctan(/x)

o) = -1y

5) Date la funzione

flz,y) =

e la forma differenziale

x3+y3
3

+ 9% — 9z

w=0,fdx+0,fdy,
a) trovare i massimi e minimi relativi di f;

b) calcolare I'integrale / w dove 7 e il grafico della funzione y = sin x per
g
x € [0,7/2], parametrizzato da z .



Soluzioni:

a) f(z) ¢ definito per ogni # € R per quale ha senso vx? — 322 + 2x .
Percio il dominio di f e tutta la retta R.

b) Poiché f prende valori finiti in tutti i punti della retta reale, non
esiste asintoto verticale.

La prima condizione per 'esistenza di un asintoto obliquo per z — 400
e lesistenza del limite finito

f(x) - Va3 — 322 + 2x

= 1 _— = 1
ma lim 1
r—+oo r—to0 €x
. 3/ T3 — 322 + 2%
= lim =1.
r—+o0 [L’?’

La seconda condizione perché esisti un asintoto obliquo per z — 400,
necessariamente di forma

y:mix+ni:x+ni,
¢ Desistenza del limite finito

ny = lim (f(z) —myz)= lim (f(z)—x).

r—*+00 r—*+00

Verifichiamo che anche questo limite esiste :

ny= lim Va3 —322+2z—x

z—+o00
. (Va? — 322 + 2:B)3 — a3
= lim
pokoo (/23 — 322 + 293)2 + v’ — 32?2 + 22 + a?
B —32% + 2%
- 3 L3 2
x2<31——+—2) +a? [ 1— =+ = +47
r
-3
-2,
3

Cosicché y = x — 1 € un asintoto obliquo di f sia per x — 400 che per
T — —00.



c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

fl(z) = ! - (32° — 62 +2) .
3(Vad — 322 + 293)2

Rimarchiamo che f non ha derivate finite nei zeri del polinomio

23— 322+ 2x =x(x —1)(z —2),

cioe nei punti a; = 0,as = 1,a3 = 2. Pero anche in questi punti f ha
derivate infinite :

o) = iy LIy = DED)
oy oy S@) = f(1) s 2(x —2)

f(ag)—il_{r% r—1 —iinl (x —1)2 o

oy oy f@) = f(2) o 2(x — 1)
f(ag)—g% x—2 _:}c—% (x —2)2 oo

Risulta poi che i zeri di f’ sono i zeri di 32% — 62 + 2, cioe

3—vV3 3 3
3\/_ ~ 0,423 € (a1 ,a9), 13 = +3\/_

~ 1,577 € (ag,ag) .

1 =

Inoltre, f/ ¢ > 0 in (— oo,xl) U (:cz , +oo) ed e < 0in (:cl ,x2) , percio
f risulta ad essere

strettamente crescente in ( — 00, xl} ,

strettamente decrescente in [:)31 ,xg} ,

strettamente crescente in [:cg , +oo) .

In particolare, z; € un punto di massimo locale e x5 e un punto di
minimo locale. Rimarchiamo che, poiché

l’iz — 3!13'12’2 + 21’172 =T12 (1'172 — 1) (1'172 — 2)

:33F\/§_:F\/§_—3:F\/§:i2\/§
3 3 3 9

abbiamo



3/ 2\/§ \3/§
=+ — =+ ~ 0, 7275
f(ﬂfl,z) 9 \/§ )

Possiamo trovare gli intervalli di convessita e di concavita di f, e quindi
anche i suoi punti di flesso, calcolando la seconda derivata :

2 2
f”(f)z — (322 — 62 + 2
9(1’3 — 322 + 293) 5/3 ( )

+ — !
3(Va? — 327 + 2x)
—2(32% — 62 +2) + 3(2* — 32 + 22) (62 — 6)
9(z? — 322 + 22) 2/
2(—3x2+6x—4)
9(z® — 322 + 22) 2

5 ~(6x—6)

1
Tenendo conto che —3z% + 6z —4 = —3 ((x — 1)2 + g) < 0 per ogni

x € R, deduciamo che
f"(x) >0 per x € (—oo,O)U(l,Q),

f(x) <0 per z € (0,1)U(2,400).
Di conseguenza f
e convessa in ( — oo,O) ed in (1,2) ,
e concava in (0 , 1) ed in (2 , +oo)

e quindi ha punti di flesso ina; =0, a3, =1, a3 =2.

Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :

r | —o0 0 1 1 To 2 + o0
/! + +o00 + 0 — —o00 — 0 + +oo +
1 + * — * + *  —
fl=-00 7 0 /7V2/V3\.0\ —V2/V3 /0 / +c

d) Usando le informazioni di cui sopra, € facile tracciare il grafico di f:

bt



y = x — 1 ¢ asintoto obliquo di f per x+ — —oo. Il grafico di f
sale da —oo fino al punto (0,0), dove ha tangente verticale, e poi
3-v3 V2

3 V3
Successivamente scende a (1,0), dove ha tangente verticale, e poi fino
3-v3 2

37 V3
Finalmente il grafico sale a (2,0), dove ha tangente verticale, e poi a
~+00o lungo 'asintoto obliquo y = x — 1.

fino al massimo locale < ) , dove ha tangente orizzontale.

al minimo locale ( ) , dove ha tangente orizzontale.

Rimarchiamo che il grafico di
f@)=Ya—1P—o+1
si trova sopra l’asintoto obliquo

y=xz—1=3(x—1)3

per —x+1>0 <= x <1, e sotto 'asintoto per x > 1.

Applicando la formula di Taylor con il resto di Peano alla funzione
In(1+ x) si ottiene
22

1n(1+a:)=:£—7+0(:£2) per z — 0

e risulta

In(l+2x)= (:c — %2 +0(:c2))2

4
=% — 2+ % + o(z*) + o(z?)
=2? — 2% +o(2®) per z — 0.
D’altro canto abbiamo

sin (2z) = 2z + o(2?) per x — 0

e quindi
F(x) = (In(1+2))” sin (22) (:ﬁ . 0(:63)) (2:;; + 0(x2)>

6



= 22° — 22 + <x2 — :cg)o(:c2) + 2z 0(2?) + o(a?) o(z?)
= 22% — 2z' + o(x*) per z — 0.
Cosicché il polinomio di Taylor di ordine 4 di f in z, =0 ¢
223 — 22*
ed il limite di
f(x) =22  —22* + o(z?)

zd x z

perz — 0e¢e —2.

La serie

€ una serie geometrica che certamente non converge per
In(x)
2

1
>1 < |In(z)| >2 < 0 <z < — oppure z > ¢’
e

perché
Ly
1 k 1 se x=—.,€
lim |28 ey #0.
e +o0 se0<:13<—2oppurex>e2
e
Per

In(x)

1 2
<1l < |In(z)| <2 <= S <z<e
€

invece la serie converge assolutamente ed usando la formula

- q
quzl—, g€R, g <1
—q
k=1
possiamo anche calcolare la sua somma :
In(z

i In*(z) i (ln(a:))k B 9 _ In(x)
e 2% =\ 2 L ln;x) 2—In(z)



In particolare, per = e~! abbiamo

Tramite la sostituzione

t=+, dt =

d
N

possiamo eliminare la radice quadrata nella funzione da integrare :

arctan(,/z) B arctan (t)
G =2 [

Usando ora integrazione per parti si ottiene

1
Q/Mdt: —/arctan(t)d

(t—1)° (t—1)?
arctan (t) 1
S0 S
(t—1) (t—1)2(1+1¢?)
Lo sviluppo di (- 120+ ) in fratti semplici e dalla forma
1 a b ct+d

G—1P(+82) -1 G—1F 1+2

ed allora
l=alt—1DA+)+b(1+t*)+ (ct+d)(t—1).
Risultano

1 t
———, b==, ct4+d=—
a , 5 ct + 5

e di conseguenza

arctan(/x) d
¢_®F 1)3

arctan + / Gt
(t—1)2 t—1)2 1+ﬁ)

8

T




arctan

J_l/i_‘_l/i_‘_l/;dt
t—12 2)t—1 2 (t—12 2] 1+¢
arctan(t) 1 1 1 5
(
)

__arctan(\/f)_i_ln 1+ N 1
o (I=Va)? AT (-Va)2 o 21— V)

5) : a) I massimi e minimi relativi di f sono punti stazionari, cioé annullano
le derivate parziali di

T Y
fley) = —5—+y" -9
Per trovarli, calcoliamo le derivate parziali di f:
of _
or ¢ Y
of
— = 2y
By Yy + 2y

Risulta che i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema di
equazioni
2—-9 =0
{ yP+2y =0 "

(3,0), (=3,0), 3,-2), (-3,-2).

cioe i punti

Per poter dire se jun punto stazionario ¢ massimo o minimo relativo,
calcoliamo anche le derivate parziali di secondo ordine :

02f_ 0*f B 82f_
Pl Al v A A

Percio la matrice hessiana di f in (z,y) e

2z 0
0 2y+2



con determinante

Ora, poiché il determinante della matrice hessiana in (—3,0) e (3, —2)
e strettamente negativa, questi punti sono punti di sella.

D’altro canto, il determinante della matrice hessiana in (3,0) e (=3, —2)
e strettamente positiva. Percio questi punti sono punti di estremo rel-
ativo. Poiché 'elemento nell’angolo sinistro superiore della matrice
hessiana in (3,0) ¢ > 0, il punto (3,0) & un punto di minimo relativo.
Similmente si verifica che (3, —2) ¢ un punto di massimo relativo.

b) Poiché w ¢ una forma differenziale esatta su R* ed f ¢ una sua
primitiva, per ogni curva regolare a tratti in R?

la,b] 5t — (1) € R?

/w _ f(y(b)) - f(v(a)) :

v

abbiamo

In particolare, se v ¢ il grafico della funzione y = sin x per x € [O, 7/ 2] ,

allora
1 3 9
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