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1) (a) Si dimostri che per ogni 0 < z <1 e s > 0 abbiamo
Inz <In(zx+s)<In(l+s),
|In(z + )| <max (—Inz,In(1+s)).

(b) Ricordando che (0,1) > z — In x ¢ una funzione appartenente a
L'((0,1)), si verifichi che la formula

Fls) = In (1x+—|—;)

definisce una funzione continua F' : [0 , —|—oo) — R.
(c) Si dimostri che la funzione F' di cui sopra & derivabile in (O , +oo)
e che F'(s) si puo calcolare derivando sotto il segno dell’integrale.

dz , s>0

2) (a) Si dica se esistono funzioni olomorfe f: C\{0} — C con
(Re f)(z +iy) = z+ 1y € C\{0}

e nel caso affermativo si trovino tutte tali funzioni.
(b) Si trovino tutte le costanti A € R per quali

x
2 + 92’

C\{0} >z +iy — > — Aln(2? +4°)

x
24y

¢ la parte reale di una funzione olomorfa su C\{0} .



3) (a) Si verifichi che
|cosh z| > sinh(|Rez|), zeC

dove le funzioni iperboliche cosh e sinh sono definite, come noto, tramite le
formule

cosh z := %(ez + e_z) , sinhz:= %(ez — e_z) .

(b) Si calcoli I'integrale improprio

“+o00 T
dx . dx
= lim
coshr  r—+oo cosh x
—0oQ -Tr

usando il teorema dei residui per il rettangolo con vertici
-r, r, r4+mi, —r+7mi.

Poi, confrontando gli integrali
0 400

/ dx / dx
e
cosh z coshz ’

—00 0

si calcoli anche
“+o0

/ dx
coshz

0




Soluzioni:

(a) Per ogni 0 < z <1 e s > 0 abbiamo
O<aex<z+s<1+s

e, poiché la funzione In : (0, +00) — R & crescente, risulta prima

h<10x <In(z+s)<In(l+s),
< >0

e poi
min (In z, —In(1+s)) <In(z+s) <max (—Inz,In(1+5s)),

- -
v~

= — max (—ln x 7ln(l-l—s))

cioe
}ln(x + s)} <max (—Inz,In(1+s)).
(b) Sia s, > 0 arbitrario. Allora la funzione
f:0,1)22z+—In(l+s,) —Inz € (0,+00)
appartine a L' ((0,1)) :

Infatti,
1 1
/(—lnx)dxzoiiargo (—lnx)dx
0 >0 €

1

= lim (:c—xln:c) = lim (1—6+61n5)

0<e—0 0<e—0
=1<+00.
Ora, siccome
In(z+s)
——— | <|In(x+3s)| < f(x), re (0,1),0<s<s,,
Nipurs | In(z +s)| < f(x) (0,1)
In(z+s)

0,8, 28+ € R & continua per ogni z € (0,1),

V14 a?



per il teorema sulla dipendenza continua da parametri reali risulta la
continuita di £ in [0, s,] .

Poiché s, > 0 era arbitrario, concludiamo che F' e continua.

(c) Per dimostrare che F' e derivabile in ogni s > 0 e possiamo calcolare
F'(s) derivando rispetto ad s sotto il segno dell’integrale, useremo il
teorema sulla dipendenza differenziabile da parametri reali.

Sia € > 0 arbitrario. Siccome
In(x + s)

Jita

(e,+00) 35+ € R & derivabile per ogni x € (0, 1)

€
O<gln(:c—|—s)_ 1 <l
T 0s V1422 (v+s)V14+a2 T €

ze(0,1),s€ (€,+oo),

1
ove la funzione costante — appartiene a Ll((() , 1)) , il teorema sulla

dipendenza differenziabile da parametri reali implica la derivabilita di
Fin (5 , +oo) e la validita della formula

1
1
F'(s) = / dz. *
(s) | GroviTe (*)
Poiché € > 0 era arbitrario, la derivabilita di F' e la formula di cui sopra
vale in ogni s > 0.

Rimarco. Volendo, possiamo calcolare F’(s) esplicitamente per ogni
5s>0.

A questo fine calcoliamo la primitiva

/<x+s)1¢mdx

La presenza del fattore /1 + 22 nell’integrale di cui sopra suggerisce di
usare la sostituzione

x =sinht, dx = coshtdt



ottenendo

/ 1 d —/ 1 cosh tdt
(z + s) V1 + 22 v (s +sinht) cosht

1 2
/s+sinht /2s+et—e—t

2 ¢
= dt.
/ (e')2 +2set —1 ‘

Con la sostituzione u = e deduciamo

1 2
dr = [ —F———du
(x4 s)V1+ x? u?+2su—1
e, usando la decomposizione in fratti semplici
2 1 ( 1 1 )
u? +2su—1 S+l \ut+s—vVs2+1 u+ts+Vs2+1)’

risulta

u+s—vs2+1

_l’_
u+s+vs2+1

C.

1 1
dr = In
/(:)3+3)\/1+x2 Vs?+1

Resta ora di esprimere u dall’equazione

et_ —t U — — 2_1
x =sinht = 26 = 2“ = u2u

e sostituire nell’'ugualitd precedente. Poiché u = e > 0, da
u?—2zu—1=0

otteniamo u = x + Va2 + 1, quindi

1
/(:)3+3)\/1+7dx
_ 1 lnx+\/x2+1+8_\/52+1+6’.
V2+1 o+ Va2 +1+s+Vs¥+1
Ora, usando (*), possiamo cocludere che per ogni s > 0
1L et VPE L4 /[
VE2+T Vel +1+s+ V2 + 1],
1L (04V24s VP H 1) (I 4s+ VP +1)
V241 (14+V2+s+Vs2+1)(1+s—Vs2+1)

F'(s) =




2) :

(a) La funzione u(z,y) definita su C\{0} tramite la formula
x
x4+ y?
puo essere la parte reale di una funzione olomorfa solo se € armonica.
Verifichiamo che ¢ cosi :

u(r,y) =

Anzitutto le derivate parziali di v di primo ordine sono:

0u( ) y? — 2? ou (z.9) —2xy
3 €, = T 5 o\ a ) = 7 5 oo -
ox Y T @ gy ay Y T @ g
Risultano

0%v 22% — 621> v —223 + 6zy?

FreiCRE ) Rt s e R w 1 CRY ) Rl ara v o

x (2% +y?) dy (2% + y?)
e quindi
0% 0

@(fcay)ﬂLa—yg(%y):O-

Ma il dominio C\{0} non ¢ semplicemente conesso, percio I’armonicita
di v non basta perché sia la parte reale di una funzion olomorfa. Percio
dobbiamo verificare direttamente se le equazioni di Cauchy-Riemann

N LI P p. L
ox Y T Ty Y T (22 + y2)?
o= Ly = Lo
gy YT e YT (22 + y?)?

hanno una soluzione v su C\{0} . Dalla prima equazione si ottiene

v(x,y):/fidx: i + C(y)

72 +y2)2 B 22 + o2

ove C'(y) ¢ una funzione di solo y. Troviamo successivamente C(y) tale
che anche la seconda equazione sia soddisfatta, cioe tale che

ov yr—a? ,
8_y( 7y> ($2+y2)2+0(y>
2 2

sia uguale a . Risulta che la funzione C’(y) deve annullarsi

(22 + y2)2
identicamente, cioe C'(y) dev’essere una costante reale C'.
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Concludiamo che le funzioni f(z) con la parte reale uguale a u sono
della forma

1
=—+Ci
z

ove C ¢ una costante reale.

(b) Poiché, come abbiamo gia visto in (a), la funzione
C\{0} >z +iy+— e

¢ la parte reale di una funzione olomorfa su C\{0}, la funzione

C\{0} >z +iy— — An(2* +¢?)

x? + 2
sarebbe la parte reale di una funzione olomorfa su C\{0} se e soltanto
se

C\{0} > z + iy — An(2® + »?)
fosse la parte reale di una funzione olomorfa su C\{0}. Questo & vero
per A = 0 ovviamente e sarebbe vero per un A # 0 se e soltanto se
C\{0} > z +iy — In(2* +¢?)

fosse la parte reale di una funzione olomorfa su C \{0}. Ma questo
significherebbe l'esistenza di un logaritmo olomorfo in C \{0}, che si
sa che non ¢ vero:

Supponiamo che g : C\{0} — C fosse una funzione olomorfa
con la proprieta

(Reg)(z) =In|z|?, 0#£z€eC.
Allora €9%) & una funzione olomorfa su C\{0} tale che

|e9C)| = eRed) = |22, 0#2z€C,



9(2)

quindi il modulo della funzione olomorfa definita su C\{0}

52
e costante :
e9(2)
—=1, 0#z€eC.
z
9(z)
Per il principio del massimo risulta che —— ¢ identicamente
z

uguale in C\{0} ad una costante di modulo 1. Indichiamo questa
costante con e, § € R, avendo cosi

eI = ¢if;2 0+#z¢eC,
In particolare abbiamo per ogni t € R
eitmal(e) — pif2it — oi(0+28) quindi Img(e) — 0 4 2t € 277 .
Ma I'immagine della funzione continua
R>t+——Img(e®) — 0+ 2t

¢ un intervallo e risulta che essa dev’essere costante. Cosl esiste
un k € Z con

Img(e™) — 0+ 2t =27k, teR,
cioe tale che le funzioni

R > ¢t — Img(e™)
Rotr—2t+60+27k

coincidono. Questo pero non e possibile perché la prima funzione
e periodica (di periodo 27), mentre la seconda & strettamente cres-
cente.

Di conseguenza A = 0 ¢ la sola costante A € R per quale
C\{0} >z +iy— % — An(2* +¢?)
ety
e la parte reale di una funzione olomorfa su C\{0} .
(a) Per ogni z € C abbiamo
| cosh 2| = % " +e7%| > % |le*| = le™?|| = % |efter — emHes

e, poiché }eRCZ — e‘Rez} = elRezl _ g=IRezl rigylta
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| cosh z| > % (eIReZ‘ - e"Rez‘) = sinh(|Rez|) .

(b) Indichiamo

f(z) = Coslhz .z e@\((wz+%)z’).

Allora f e una funzione meromorfa. Calcoliamo il suo residuo nel polo

T
semplice 52 poiché

- z— gz
— ( T ) — I
P%eis(f) z—l}rglz T /) z—l}gz cosh z

. w
= lim

w=0 ¢osh (w + %z)

e
1 . x 1
cosh (w + %z) =3 (ew+?’ + 6_1”_?’) =3 (z’ew — z'e_w)
= ¢ sinhw ,
risulta
w 1
R =lim — = —.
%eis(f) wo0 § sinhw 4

Sia adesso r > 0 e consideriamo la curva chiusa -, nel semipiano supe-
riore chiuso che si ottiene componendo

il segmento [—r, 7],

il segmento [r,r + mi],

il segmento [r+mi, —r 4+ i),

-
[,
[
-

il segmento [—r + mi,—7].

Per il teorema dei residui abbiamo

/f(z)dz = 2miRes(f) =27,

b3 (]
Yr

quindi



r+me —r4mi

/f d:)s+/f dz+/f dz+/f

r4mi —r+mi
r4mi r+me —r+mi
/f dzv—/f dz-27r—/f dz—l—/f
—r+mi
Poiché
r4+mi T 1
)dz = Jdoz = [ ———d
/f o /f:)s+7rz e /cosh(x+7m) v
—r+mi —r
e
. 1 C 1 _
cosh(z + i) = 3 (e”’” +e " 7”) =-3 (" —e ) = —coshz,
risultano successivamente
r4mi r
[ 1 =- / f(w)da
—r+mi

: /f dx_zﬁ_’“]”} d/f

Ora la stima

r4+mwi r+mi r4+mwi

T Tiroras= Tt

r+me

—
o
Naig

1
sinh Re z

T
T
= — r>0
sinhr ’

IA

df2]

implica
r4me

lim / F(2)dz

0.

r——400
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Similmente si verifica che abbiamo anche

—r4me

TETOO /f(z)dz:().
Risulta
+oo d r
X .
/ coshz Tkinw/f(x)dx
r+me —r+7e %ok
.1 )
= hgrn 5 27r—/f(z)dz+/f(z)dz
=T.

Per calcolare
—+oco

/ dz
cosh z

0

basta osservare che cosh & una funzione pari e cosi (**) implica

—+00 —+00

/ dz 1 / de.  m
coshz 2 coshz 2
0 —00
400 q
Rimarco. L’integrale / fl possiamo calcolare anche con metodi
cosh z

standard del calcolo injcegrale:

dx 2 2e”
[ de= [ —2C_dr = 2arctge”
/coshz /el’—l—e_l’ o /1+(e~"3)2 . arctee

—+00

d
/ i 2arctge”

cosh z

=400

=T .

Tr=—00

—0o0

La soluzione del compito richiede pero il calcolo usando il teorema dei
residui nella situazione indicata.
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